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RESUMO

Este trabalho busca refletir sobre a Distribuicao Gumbel. Sintetiza o lapso espago-temporal do seu advento,
as suas utilidades, caracteristicas, relagdes com outras distribuigdes e estimadores. Para tanto, realiza-se
uma revisdo bibliografica de autores classicos de Inferéncia Estatistica e de documentos disponibilizados
nos sites de Departamentos de Ciéncias Exatas de algumas universidades brasileiras. Discute-se que tal
distribuicao ¢ adequada para a modelagem do comportamento de terremotos, inundagdes e outros desastres
naturais, bem como de investimentos financeiros e na hidrologia em geral. Portanto, ela ¢ bastante
importante nas pesquisas cientificas sobre tais fendmenos.
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1 INTRODUCAO

Emil Julius Gumbel nasceu em 18 de julho de 1891, em Munique, na Alemanha, e faleceu em 10 de
setembro de 1966, aos 75 anos, em Nova York. Foi matematico e escritor pacifista alemao nascido em
Munique, socialista e opositor do regime nazista e um dos historicos lideres pacifistas germanicos, que como
matematico foi um dos criadores da feoria do valor extremo. Descendente de uma tradicional familia de
judeus de Wurttemberg, era a primeira das trés criancas do casal de présperos comerciantes em Munique,
Hermann e Flora Gumbel, foi educado em sua cidade natal. No Kaiser-Wilhelm-Gymnasium recebeu
educacdo humanistica, licenciou-se em estatistica na Universidade do Munique (1913), onde também
recebeu o Ph.D (1914), pouco antes do inicio da Primeira Guerra Mundial. Morou em Berlim (1916-1932),
onde se destacou no meio intelectual como escritor e pacifista. Tornou-se Professor da Estatistica-
Matematica na Universidade de Heidelberg, inicialmente (1923) como um Privatdozent externo e depois
como Aufserordentlicher Professor (1924) (UFCG, 2017; USP, 2017; PA, 2017; CPRM, 2017; FRANCO
et all, 2014; MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974; MORETTIN; BUSSAB, 2010, TOMAZ, 2008;
WATANABE, 2013).

Depois do assassinato de um amigo ele investigou varios assassinatos politicos e publicou as suas
descobertas em Vier Jahre politischer Mord (1922) e Die Denkschrift des Reichsjustizministers tiber 'Vier
Jahre politischer Mord' (1924). Casou-se (1930) com uma divorciada alema, Marie Luise Czettritz, filha de

um general. Foi um dos 33 signatarios do manifesto politico Dringender Appell (1932) e, entdo, teve sua
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licenga para ensinar revogada pela dire¢do da universidade, ultraconservadora e dominada pela juventude
nazista. Com a subida definitiva dos nazistas ao poder (1933), exilou-se na Franca, onde foi contratado pela
Universidade de Lion (1934). Com Leonard Tippett e Ronald Fisher formulou o campo matematico da
teoria do valor extremo e criou o que ele chamou de distribuicao de Gumbel (1935) (UFCG, 2017; USP,
2017; PA, 2017; CPRM, 2017; FRANCO et all, 2014; MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974, MORETTIN;
BUSSAB, 2010; TOMAZ, 2008; WATANABE, 2013).

A teoria de valor extrema ¢ um ramo da estatistica que trata com os desvios extremos do nimero
médio de distribuicdes de probabilidade. A teoria geral pretende avaliar o tipo de distribuigdes de
probabilidade geradas por processos. A teoria de valor extrema ¢ importante para avaliar o risco de eventos
altamente excepcionais, como inundagdes de 100 anos, de grande valor nos estudos hidrologicos.
Naturalizado francés (1939) e morando em Marseille, com a invasdo tedesca daquele pais, fugiu para
Portugal e emigrou para os Estados Unidos (1940) onde se naturalizou (1945) e se destacou como professor
adjunto na universidade de Colémbia (1953-1966). Publicou muitos artigos sobre o assunto, tais como Les
valeurs extrémes des distribuigoes statistiques (1935), Statistik of Extremes (1958), Distributions del valeurs
extremes en plusieurs dimensions (1960), Bivariate Logistic Distributions (1961) e Some Analytical
Properties of Bivariate Extreme Distributions (1967), este com C. K. Mustafi, e morreu em Nova York, aos
75 anos. Também publicou obras sobre politica como Verschworer. Zur Geschichte und Soziologie der
deutschen nationalistischen Geheimbiinde 1918 - 1924 (1924) (UFCG, 2017; USP, 2017; PA, 2017, CPRM,
2017; FRANCO et all, 2014; MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974, MORETTIN; BUSSAB, 2010; TOMAZ,
2008; WATANABE, 2013).

Quando ele morreu, os papéis de Gumbel fizeram parte da Cole¢do Emil J. Gumbel, Documentos
Politicos de um Estudioso Anti-Nazista em Weimar e Exilio . Esses documentos incluem bobinas de
microfilme que documentam suas atividades contra os nazistas (UFCG, 2017; USP, 2017; PA, 2017; CPRM,
2017; FRANCO et all, 2014; MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974, MORETTIN; BUSSAB, 2010; TOMAZ,
2008; WATANABE, 2013).

2 CARACTERIZACAO DA DISTRIBUICAO GUMBEL

A distribuicdo de Gumbel € o Tipo I da familia de distribui¢des do valor extremo, que € aquela que
contém distribuicdes limite para valores extremos em uma amostra aleatoria, quando o tamanho da amostra
cresce (UFCG, 2017; USP, 2017; PA, 2017; CPRM, 2017; FRANCO et all, 2014; MOOD; GRAYBILL;
BOES, 1974; MORETTIN; BUSSAB, 2010; TOMAZ, 2008; WATANABE, 2013). Uma variavel ¥ tem

distribuicao Gumbel se tiver fung¢ao densidade de probabilidade dada por:
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3 SINTESE DOS ELEMENTOS E DAS FORMAS ASSUMIDAS PELA DISTRIBUICAO GUMBEL

Elementos Forma padrao Forma em y
z, com valor
Variavel aleatdria v=x-u €ER y, com valor x € R
c
| € R, parametro de localizagdo
Parametros p=0,06=1 (moda),
6 > 0, parametro de dispersao
Amplitude veR X€ER
Notacdo z ~ Extremo(0,1) y ~ Extremo(,0)

Funcdo densidade de

Maximo:
fz(v) = exp(-v-e-v)

Maximo:
fy(x) = loexp(-x-po-exp(-x-uc))

probabilidade Minimo: Minimo:
fz(v) = exp(v-exp(v)) fy(x) = loexp(x-po-exp(X-Uo))
Maximo: Maximo:

Funcéo distribuicdo
acumulada

fz(v) = exp(-exp(-v))

fy(x) = exp(-exp(-x-p))

Minimo: Minimo:
fz(v) = 1-exp(-exp(v)) fy(x) = 1-exp(-exp(x-po))
Funcao quantil Maximo: Maximo:
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gz(p) = -In(-In(p))

gy(p) = u - cln(-In(p))

p € (0,1)
Minimo:
Minimo: gy(p) = 1 + oln(-In(1-p))
gz(p) = In(-In(1-p))
Maximo: Méximo:
E(z) = 0.5772 )

(constante Euler-Mascheroni)

E(y) = p + 0.57720

Média
Minimo: Minimo:
E(z) = _0'5'772 E(y)~pn-0.5772¢
Variancia v(z) =126 v(y) = 02126
Mediana &z = -In(In(2)) = 0.3665 Ey = u - oln(In(2))
Moda 0 p
Cocficiente de assimetria ul =1.14 ul =1.14
Coeficiente de curtose pu2 =125 pu2 =125
Méximo: Maximo:
ma(t) = u(l_t)' (<1 my(t) = exp(ut)u(1-ot),
Funcéo geradora de p € a Fungdo Gama t<lo
momentos .
Minimo: Minimo:
_ o my(t) = exp(ut)p(1+ot),
mz(t) = p(1+t), t> -1 t>-1o
Maximo: Maximo:
Funcdo caracteristica (Z)z(t),:. u(l-it) Dy(H)=p (%—{Gt)exp(lu 0
Minimo: Minimo:

Pz(t) = p(1+it)

By (t) = p(1+ict)exp(ipt)

4 RELACOES DA DISTRIBUICAO GUMBEL COM OUTRAS DISTRIBUICOES
1

Se u ~ U (0,1) (distribui¢ao uniforme padrao), entdo y = u - oln(-In(u)) e y = p + oln(-In(1-u))
tem, respectivamente, distribuicdo do valor extremo para maximo e para minimo, com
parametro de localizagdo p e dispersdo o;

Se x ~ Expo (1) (distruigdo exponencial padrdo), entdo y = -In(x) tem distribui¢ao do valor
extremo padrdo para o maximo e y = In(x) tem distribuicdo do valor extremo padrdo para o
minimo;

Se y tem distribui¢do do valor extremo para o minimo, entdo x=ey tem distribui¢do exponencial
padrao;

De modo mais geral:

se x ~Weibull (a,A) (distribuicdo Weibull) com pardmetro de formato o e de dispersdo A, entdo
y = In(x) tem distribui¢do do valor extremo para o minimo com parametro de localizagdo p =
In(a) e dispersdo 6 = 1A; e,

se y tem distribuicao do valor extremo para minimo com localizagao p e dispersao ¢ entdo x =

ey tem distribuicdo Weibull com parametro de formato 16 e parametro de dispersdo ec.
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A figura que segue ilustra as relagdes com as demais distribrui¢cdes (UFCG, 2017; USP, 2017; PA,

2017; CPRM, 2017; FRANCO et all, 2014; MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974; MORETTIN; BUSSAB,
2010; TOMAZ, 2008; WATANABE, 2013; GIL, 2010; MARCONI; LAKATOS, 2008).

Weibull(c.,B) In(y) | Extremo(y,)
M,, S,V My, V

A distribui¢do Gumbel ¢ o minimo das distribuigdes Normal e Log-normal, ¢ o maximo das
distribuicdes Exponencial, Gamma, Normal ¢ Log-normal (UFCG, 2017; USP, 2017; PA, 2017; CPRM,
2017; FRANCO et all, 2014; MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974; MORETTIN; BUSSAB, 2010; TOMAZ,
2008; WATANABE, 2013), conforme apresentado na tabela a seguir:

Distribuicdo Inicial Dis,tri.buig:ﬁo Limitante par:,i ]j]xtremos
Maiximo Minimo
Exponencial Gumbel Weibull
Gamma Gumbel Weibull
Normal Gumbel Gumbel
Log-normal Gumbel Gumbel
Uniforme Weibull Weibull
Pareto Fréchet Weibull
Cauchy Fréchet Fréchet

5 ESTIMADORES DA DISTRIBUICAO GUMBEL (MAXIMOS)

Método MOM:

a=0,7797s, B=x-045s,

Método MVS:

a B

€

sdo as solugdes do seguinte sistema de equacdes:

- x.— beta

£ In[L(a.p) “a—*—Z< Z<x B)exp(— )= 0(F)
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—x— b
Lot )= 20— Ly e )= 0(6)

Manipulando-se ambas equagdes, chega-se a:

xi
al

F(a)= 3 xexp(- o5 17> (1= @)Y exp(- 0)(H)

A solugio de (H), pelo método de Newton, fornece & .

In N {
X;
. exp(—$)
Em seguida, B = & = =1
Método MML:
_ 1
a= —

2 B=/-0,5772a

6 ESTIMADORES DA DISTRIBUICAO GUMBEL (MiNIMOS)

Método MOM:
a=0,7797s, B=x-045s,
Método MML:
_
9=z B=/-05772a
7 CONCLUSOES

A Distribui¢cao Gumbel ¢ o modelo probabilistico utilizado para modelar a distribui¢do do maximo.

Aparece como o limite do maximo para uma amostra aleatoria de uma populagdo estatistica com modelo

exponencial padrao.
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Pela sua natureza, ¢ importante na hidrologia (para modelar vazdes de rios - maximos mensais ou
anuais, por exemplo), nas finangas, na modelagem do comportamento de terremotos e de outros desastres
naturais. Além disto, a distribui¢ao de probabilidades do Valor Extremo Generalizado (GEV), utilizando o
método dos ML para a estimativa dos parametros e a distribuicdo Gumbel pelo método MV, sao
consideradas, na literatura critica do tema, as mais adequadas para estudos de probabilidade de precipitacao
maxima diaria anual.

Devido a escasses de artigos que tratem especificamente das especificidades da Distribuicao

Gumbel, este trabalho se mostra bastante contribuidor para a sua analise e para os estudos que facam o seu

uso.
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